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This lecture notes consist the following topics:  

 

• Damped Single Degree-of-Freedom 

• External Forcing 

• Resonance 

• Examples 
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4.1 Damped Single Degree-of-Freedom 

In the preceding lecture, the free undamped and damped vibration of single 
degree of freedom systems was discussed, and it was shown that the motion of 
such systems is governed by homogeneous second-order ordinary differential 
equations. The roots of the characteristic equations, as well as the solutions of the 
differential equations, strongly depend on the magnitude of the damping, and 
oscillatory motions are observed only in underdamped systems. 

In this lecture, we study the damped motion of single degree of freedom systems 
subjected to forcing functions which are time-dependent. Our discussion in this 
chapter will be limited only to the case of harmonic forcing functions. The 
response of the single degree of freedom system to periodic forcing functions, as 
well as to general forcing functions, will be discussed in the following lecture. 

في التطبیقات الھندسیة الواقعیة لا توجد انظمة مھتزة الى ما لانھایة، بل بمرور الزمن تتضائل 
 بفعل المقاومة المعیقة لحركة الجسم التي یواجھا النظام تناقص الطاقة او تبددھا بسبب الحركة 
الجسم یجب تعویض النقص الحاصل الاحتكاك، ولضمان حركة انواع المقاومة ھي  من اھم

 كتھ.بالطاقة عن طریق تسلیط قوة خارجیة علیھ لضمان حر

4.2 External Forcing 
We will again use a viscously damped single degree of freedom mass-spring 
system as a model of a real engineering system fig4.1. subjected to a forcing 
function F(t) 

Fig 4.1Forced vibration of single degree of freedom systems 

External Forcing models the behavior of a system which has a time varying force 
acting on it.  An example might be an offshore structure subjected to wave 
loading. 

𝐹𝐹(𝑡𝑡) =  𝑓𝑓0  sin𝜔𝜔𝑡𝑡          (23) 
Where: 

f0: Force (N)  القوة 

C: damping coefficient (Ns/m) 
 معامل المضائلة (التخمید)
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By applying Newton's second law, the differential equation of motion can be 
written as: 

 

𝑚𝑚𝑥𝑥∙∙ + 𝑐𝑐𝑥𝑥∙ + 𝑘𝑘𝑥𝑥 = 𝐹𝐹(𝑡𝑡) 

𝑚𝑚𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

+ 𝑐𝑐 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑘𝑘𝑥𝑥 =  𝑓𝑓0  sin𝜔𝜔𝑡𝑡      

And  
𝑥𝑥(𝑡𝑡) =  𝐴𝐴 sin(𝜔𝜔𝑡𝑡) 

𝑚𝑚𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑2

+ 𝑐𝑐 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝑘𝑘 𝐴𝐴 sin(𝜔𝜔𝑡𝑡) =  𝑓𝑓0  sin𝜔𝜔𝑡𝑡     (24) 

 

 
) مقدار الطاقة المیكانیكة التي تحولت الى Fلكل دورة من القوة المسلطة (الطاقة الداخلیة  يعندما تساو

طاقة داخلیة لكل دورة یتم الوصل الى حالة استقرار تتواصل فیھ الاھتزازات بسعة ثابتة وفي ھذه الحالة 
  Eq. (24)تكون المعادلة 

 

𝐴𝐴 =  
𝑓𝑓0
𝑚𝑚

�� 𝜔𝜔𝑛𝑛
2 −  𝜔𝜔2 �

2
+ �𝑐𝑐 𝜔𝜔

𝑚𝑚 �
2

        (25) 

 
) وتكون سعة Fبان الاھتزاز القسري یتذبذب بتردد القوة المسلطة (  Eq (24&25)توضح المعادلات 

المذذب ثابة لقوة المسلطة ولایتوقف الجسم عن التذذب الابتسلیط قوة خارجیة اخرى یكون تأثیرھا معاكس 
 .لتأثیر القوة المسببة للاھتزاز

  

Where: 

ωn = natural frequency    
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4.3 Resonance  

In undamped special case where 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔n we have the physical phenomenon of 
resonance – the boundless amplification of oscillations when a system is being 
excited at its own natural frequency. We would not expect a constant amplitude 
particular solution in this case, but rather one whose oscillations get arbitrarily 
large. The theory for solving the nonhomogeneous case that we have already 
learned confirms this. 

لرنین ھو ظاھرة فیزیائیة من خلالھا یھتز النظام بأقصى شدة ، وذلك عند تعرض النظام لترددات معینة ا
أو الطبیعیة). عند تلك الترددات تحدث اھتزازات عالیة الشدة تسمّى ترددات الرنین (أو الترددات الرنانة 

حتى عند أقل قدر من قوى الدفع الترددیة، حیث یقوم النظام بتخزین طاقة الترددات. وعندما یقل 
الاھتزازات (أي یقل التخمید)، فإن تردد الرنین یقترب من التردد الطبیعي للنظام، الذي ھو » امتصاص«

لحرة فمثلا إذا ما وافق تردد ما تردد الجسم الطبیعي جعلھ یھتز بحالة رنین معھ إذ ان تردد الاھتزازات ا
سعة الاھتزاز ستكون أكبر ما یمكن لان التداخل الحاصل بین الموجات ھو تداخل بناء بالكامل وھنا تكمن 

ا ي الغالب كمخطورة الرنین إذ تصل السعة إلى حد لا یمكن للجسم تحملھ مما یؤدي إلى انھیار الجسم ف
یحدث في ظاھرة الكأس الزجاجي حیث تسلط على الزجاج موجة صوتیة مساویة لتردده الطبیعي مما یؤدي 

 إلى تكسر الكأس

Figure 4.1 phenomenon of resonance 

) Amplitude(نلاحظ ان في حالة الرنین تكون السعة اعلى مایمكن  ٤٫۱من الشكل رقم 

للتردد   مساویة [F(t)]والتخمید ذو قیمة قلیلة جدا مساویة للصفر تقریبا وان القوة المسلطة 
 الطبیعي للجسم 
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𝜔𝜔
𝜔𝜔𝑛𝑛

= 1 

 
N/m).  4mass is hanging from a spring of stiffness (5 *10 )50 kg( A -8:  Example

A harmonic force has magnitude (100 N) and frequency (100 rad/s) is applied to 
the system. Determine the following: 

a) The Amplitude of the forced response if the c. 
b) The natural frequency of the system. 

 

 
Example 9: - A mass (0.15 kg) is suspended from a spring of stiffness (6.3 N/m) 
without damping and is subjected to a harmonic force of amplitude (17 N). Find 
the frequency which increase the amplitude to (0.44 m). 
 

4-5 
 

Ammar
Highlight




