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 الفصل الأول 

اتد   وال متعددة المتغير

، ترب  ح  مقدمة:  ن كة ما تنتج نوع وإحد من إنتاج معي    دينار  عن كل وحدة مباعة. فإذإ مثلت      إفرض أن شر

( ) بالدناني  هو   ( )   فإن إلرب  ح إلكل   عدد إلوحدإت إلمباعة تشي  إلى دإلة  ( ) . حيث أن       

كات  لمتغي  وإحد هو  ن من إلإنتاج . أما ؤذإ فرض بان إحدى إلشر وأنها ترب  ح   ومنتوج   هما منتوج تنتج نوعي 

  ، وإذإ كانت   دينار من كل وحدة مباعة من إلمنتوج      ،   دينار عن كل وحدة مباعة من منتوج      

كة بالدينار   تمثل عدد إلوحدإت إلمباعة من   و   تمثل عدد إلوحدإت إلمباعة من  فإن إلرب  ح إلكل  لهذه إلشر

(   ) سيكون   ن من منتوج               ووحدة وإحدة من   ، فعل سبيل إلمثال لو تم بيع وحدتي 

  هذه إلحالة  (   ) فإن   منتوج 
ن
(   ) يمثل إلرب  ح وف      ( )      ( ) وكذلك أن       

  هذه إلحالة فأن   من   و   تشي  إلى إلرب  ح لبيع وحدة وإحدة من  (   ) 
ن
(   ) وف       . 

ين   (   ) إلدإلة إلمعرفة إعلاه :   و   تدعى بالدإلة للمتغي   . وكامثلة عل مثل هذإ إلنوع من إلدوإل ه 

            (   )          ,    (   )    (   ) 

إت إلمستقلة و   و   حيث  ين وكأمثلة   تمثل إلمتغي   من متغي 
تمثل إلمتغي  إلمعتمد. كما وتوجد دوإل إخرى لأكير

 : إت ه  (     )                عل دوإل لثلاثة متغي             ,      (     )     ( 
       ) . 

إت. ويمكن بشكل مماثل   :وفيما يل  بعض إلأمثلة  تعميم هذه إلحالة لتعريف دوإل بعدة متغي 

ين  :1مثال (   ) حيث:                                   و   لتكن لدينا دإلة للمتغي            

   تأخذ قيمة وإحدة لكل زوج مرتب من إلأعدإد إلحقيقية  فأن إلدإلة 
ً
(   ) . فمثلا             ،

 (   )            ،    (  
 

 
)     (

 

 
)  

 

 
    

 

 
 
 

 
    

 

 
   

 

 
 

 ستكون من إزوإج مرتبة من إلإعدإد إلحقيقية .    وبذلك فإن منطلق إلدإلة

ين  :2مثال (   ) حيث                 و   لتكن لدينا دإلة لمتغي   √          

ط أن يكون    فإن إلدإلة   أي          تأخذ قيمة وإحدة لكل زوج مرتب من إلأعدإد إلحقيقية ، بشر

         
ً
(   ) فمثلا      ، (

 

 
 
 

 
)  √

 

 
ومنطلق هذه إلدإلة مكون من جميع إلإزوإج إلمرتبة  

 .        للأعدإد إلحقيقية بحيث أن 

(   ) نفرض أن     )وإجب( :3مثال            

 .(    )   (   )   (    ) أحسب 

ين  :4مثال (   ) عل إلشكل إلتالى  :                   و   لتكن لدينا دإلة للمتغي   
   

   
  

 .    من إلأعدإد إلحقيقية بحيث أن  (   )تأخذ قيمة وإحدة حقيقية لكل زوج مرتب   إلدإلة 

إت  :5مثال (     ) لتكن لدينا إلدإلة إلتالية ولثلاث متغي  هو مجموعة   منطلق إلدإلة .           

إت كان من إلصعب تصوير  (     )جميع إلأرقام إلمرتبة من ثلاثة إعدإد حقيقية  وعليه كلما زإدت عدد إلمتغي 

 مخطط للدإلة إلمدروسة . 
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  ) 6مثال
ن وكان  :(تطبيق  ة زمنية معينة تنتج منتوج معي    في 

ن
كات إلصناعية ف يمثل عدد   أفرض أن إحدى إلشر

  إلإنتاج و 
ن
ين إن إلدإلة إلتاليمثل عدد وحدإت رأس إلمال ولنفرض   وحدإت إلعمل إلدإخلة ف تمثل   و   ية للمتغي 

(   ) عدد إلوحدإت إلمنتجة           
 

  
 

 . 

 وحدة من وحدإت رأس إلمال.    وحدة من وحدإت إلعمل و    ماه  عدد إلوحدإت إلمنتجة من جرإء إستخدإم 

:  (   ) وبالتعويض بالدإلة      ،      من إلبيانات إلمعطاة فأن  إلحل:   نحصل عل مايل 

      (     )    (  )
 

 (  )
 

    (  )
 

 (  )
 

    ( ) ( )    (  )( )        

  سوف يتم إنتاج
  وحدة من وحدإت إلإنتاج .        يعنن

 المشتقة الجزئية

  إلدإلة 
ن
  تقيس معدل إلتغي  ف

. وإلآن سندرس   بدلإلة تغي  إلمتغي  إلمستقل   درسنا سابقا فكرة إلمشتقة وإلن 

 . ين أو أكير  مشتقة دإلة لمتغي 

ين  (   ) أفرض أن  ين   و   دإلة للمتغي    إلمتغي 
ن
  إلدإلة بدلإلة إلتغي  ف

ن
  معرفة إلتغي  إلحاصل ف

ن
و   . إلرغبة ف

ن للدإلة      تسمى إلمشتقة إلجزئية( . وإحدة بدلإلة إلمتغي   (   ) ، يجب أن نعرف مشتقتي 
وإلإخرى   )وإلن 

 .   بدلإلة 

  بالرمز    بدلإلة إلمتغي   (   ) نرمز للمشتقة إلجزئية للدإلة
  

  
  بدلإلة   يتم إشتقاق إلدإلة حيث   

عل إعتباره ثابت وتعرف كما يل  :       فقط ومعالجة 
  

  
       

 (     )  (   )

 
  

  بالرمز    بدلإلة إلمتغي   (   ) ونرمز للمشتقة إلجزئية للدإلة
  

  
  بدلإلة   حيث يتم إشتقاق إلدإلة   

عل إعتباره ثابت وتعرف كما يل  :       فقط ومعالجة 
  

  
       

 (     )  (   )

 
  

وإلمشتقات إلجزئية  
  

  
و    

  

  
 عل إلتوإلى  .   و   بالنسبة إلى  (   ) تشي  إلى إلمشتقة إلجزئية إلإولى للدإلة   

(   ) لتكن        :7مثال . أوجد         
  

  
    ،

  

  
   

لحساب إلمشتقة إلجزئية إلإولى   إلحل: 
  

  
 باعادة   

ً
 وكما يل  :  (   ) كتابة إلدإلة ، نفكر إولا

  (   ) ن تعالج بأعتبارها ثابت. وعل هذإ  (   )حيث تؤكد بأن     (   )  ن قوسي    تم وضعها بي 
وإلن 

 كما يل  :    بدلإلة إلمتغي    ويتم إشتقاق   وكأنها دإلة لمتغي  هو   إلإساس تصبح إلدإلة 

       
  

  
 

 

  
(   )     (   )           

إلإخرى  ولأجل إيجاد إلمشتقة إلجزئية 
  

  
 كما يل  :    دإم نفس إلفكرة إعلاه بأعادة كتابة إلدإلة فبالإمكان إستخ 

   (   )  كما يل  :    بدلإلة إلمتغي    ثابت ونشتق إلدإلة  (   )حيث تعتير     (   ) 

       
  

  
  (   )        
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(   )   أفرض أن :8مثال أحسب             
  

  
    ،

  

  
(   )عند إلنقطة     (   ) . 

 إلمشتقة إلجزئية   إلحل: 
ً
نجد إولا

  

  
                                                              :

  

  
            

 نعوض كما يل  :         ولحساب هذه إلمشتقة عند إلنقطة 

                            
  

  
(   )   ( )   ( )                           

 ونجد إلمشتقة إلجزئية إلأخرى 
  

  
                                                         :

  

  
        

ة بالمشتقة إعلاه للحصول عل قيمة إلمشتقة إلجزئية   نعوض مباشر
  

  
  (   )عند إلنقطة  

        
  

  
(   )   ( )      

(   ) أفرض أن     :9مثال  
 

    
  أحسب 

  

  
    ،

  

  
   

لحساب    إلحل: 
  

  
 ثابت .   مع إعتبار   كدإلة لمتغي  وإحد هو    نستخدم قوإعد إلمشتقة إلإعتيادية باعتبار   

                     
  

  
 
(    )( )  ( )

(    ) 
 

  

(    ) 
 

ولحساب 
  

  
 نستخدم قوإعد إلإشتقاق إلسابقة لإشتقاق إلدإلة  

ً
 ثابت .   وإعتبار   بدلإلة إلمتغي    ، أيضا

        
  

  
 
(    )( )  ( )

(    ) 
 
       

(    ) 
 

 

(    ) 
 

ين وذلك بأخذ إلمشتقة بدلإلة أحد   من متغي 
إت ومن إلممكن تعميم إلمشتقة إلجزئية لتشمل دوإل لأكير إلمتغي 

إت ثابتة .    وإعتبار بقية إلمتغي 

إت فإن  (     ) لتكن  دإلة لثلاث متغي 
  

  
ثوإبت .   و   مع إعتبار إن   بدلإلة   تدعى مشتقة جزئية للدإلة  

كذلك فإن 
  

  
ثوإبت . وأن   و   مع إعتبار إن   بدلإلة   تدعى مشتقة جزئية للدإلة  

  

  
تدعى مشتقة جزئية  

 ثوإبت .   و   مع إعتبار إن   بدلإلة   للدإلة 

(     ) أفرض أن   :11مثال إت                   (     )دإلة لثلاث متغي 

 ثوإبت ه  :   و   مع إعتبار كل من   بدلإلة   إلمشتقة إلجزئية للدإلة ولإيجاد 

        
  

  
            

                                 وبنفس إلإسلوب تعرف                                                      
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(     ) )وإجب( أفرض أن       :11مثال           

أحسب كل من        
  

  
      

  

  
      

  

  
   

  

  
(     )   

(:  12مثال  
  حول دإلة إلإنتاج   6نعود مرة إخرى إلى مثال  )تطبيق 

(   ) إلتطبيق      
 

  
 

  تعط  عدد   
وإلن 

ن عندما   يمثل وحدإت رأس إلمال .   تمثل وحدإت إلعمل و   إلوحدإت إلمنتجة من إلمنتوج إلمعي 

a.    أوجد
  

  
      

  

  
  .   

b.     أحسب
  

  
      

  

  
  .           عند إلنقطة       

c.   فرع فش إلإرقام  
ن
  تم حسابها ف

 . bإلن 

.                                                       a إلحل: 
  

  
   ( 

 

 
 )   

 

  
 

  
   

 
 
 
 
 

 
 
 

   (  
 

 
  )
 

     

             
  

  
   ( 

 

 
 )  

 

  
  

  
  

 
 
 
 
 

 
 
 

   (  
 

 
  )
 

            

b                      .
  

  
(     )    ( 

  

  
 )
 

    ( 
  

  
 )
 

    ( 
 

 
 )  

 

    ( 
 

 
 )  

  

 
     

   
  

  
(     )    ( 

  

  
 )
 

    ( 
  

  
 )
 

    ( 
 

 
 )
  
 

    ( 
 

 
 )    ( 

  

 
 )  

   

 
        

c  إلكميات .
  

  
      

  

  
   :  

 يمكن تعريفها حسب إلمفهوم إلأقتصادي كالإت 

     
  

  
،        للعملتمثل إلأنتاجية إلحدية    

  

  
 لرأس إلمال تمثل إلأنتاجية إلحدية    

وكمية إلعمل إزدإدت بوحدة وإحدة فإن عدد إلوحدإت      وعليه ؤذإ ثبتنا كمية رأس إلمال عند إلمستوى 

دإد بحدود  ن وبصورة مماثلة إن زيادة كمية رأس إلمال بوحدة وإحدة مع ثبوت وحدة .    إلمنتجة من إلأنتاج سي 

دإد بحدود    مستوى إلعمل عند  ن  وحدة .    وحدة فإن كمية إلوحدإت إلمنتجة من إلإنتاج سي 

     الرتب العلياالمشتقات الجزئية ذات 

ين  ( ) مثلما وجدنا مشتقة ثانية لدإلة إلمتغي  إلوإحد  .  (   ) فبإمكاننا إيجاد مشتقة جزئية ثانية لدإلة إلمتغي 

بما أن  
  

  
ين    . كذلك فإن    أو   فبالإمكان أشتقاقها بالنسبة إلى   و   ه  دإلة للمتغي 

  

  
ين    و   ه  دإلة للمتغي 

  . وعليه يمكن أيجاد إلمشتقات إلجزئية إلثانية إلتالية :   أو   وبالإمكان أشتقاقها بالنسبة إلى   

  إلمشتقة إلجزئية للدإلة
  

  
ه     بالنسبة إلى   

   

   
،   إلمشتقة إلجزئية للدإلة     

  

  
ه     بالنسبة إلى   

   

    
  

إلمشتقة إلجزئية للدإلة   
  

  
ه     بالنسبة إلى   

   

   
،   إلمشتقة إلجزئية للدإلة    

  

  
ه     بالنسبة إلى   

   

    
   

ين لإحظ أن    معظم إلتطبيقات لها إلخاصية   (   ) إلدإلة للمتغي 
ن
وإلمستخدمة ف

   

    
 

   

    
   . 
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(   ) لتكن لدينا إلدإلة إلتالية               :13مثال               

أحسب   
   

   
    ،

   

   
    ،

   

    
    ،

   

    
   

 إلمشتقات إلجزئية إلأولى   إلحل: 
ً
نجد أولا

  

  
    ،

  

  
 وهما    

        
  

  
              ,     

  

  
          

ولحساب إلمشتقة إلجزئية إلثانية  
   

   
، فإننا نشتق     

  

  
    بالنسبة إلى   

        
   

   
   

وبصورة مماثلة نجد إلمشتقة إلجزئية إلثانية  
   

   
باشتقاق    

  

  
   بالنسبة إلى   

        
   

   
     

يتم حساب إلمشتقة إلجزئية إلثانية  
   

    
باشتقاق إلدإلة    

  

  
    بالنسبة إلى   

        
   

    
     

 يتم حساب إلمشتقة إلجزئية إلثانية  
ً
إ أخي 

   

    
باشتقاق إلدإلة    

  

  
    بالنسبة إلى   

        
   

    
   

 لإولى وإلثانية للدوإل إلتالية : أوجد إلمشتقات إلجزئية إ )وإجب(  :14مثال

1.  (   )               

2.  (   )             

(:  15مثال  
  هذه إلحالة أن دإلة إلإنتاج  )تطبيق 

ضينقن   حول دإلة إلإنتاج ولكن مفي 
نعود مرة أخرى للمثال إلتطبيق 

(   ) ه    ن                        تعط  عدد إلوحدإت إلمنتجة من إلمنتوج إلمعي 
وإلن 

  إلإنتاج .   يمثل وحدإت إلعمل و   عندما كان 
ن
 يمثل وحدإت رأس إلمال إلدإخلة ف

أوجد  
   

   
    ،

   

   
 ثم فش إلنتائج .    

  تتمثل بالمشتقة إلجزئية إلأولى للدإلة  إلحل: 
 إلإنتاجية إلحدية للعمل وإلإنتاجية إلحدية لرأس إلمال وإلن 

ً
نجد أولا

وهما  
  

  
و   

  

  
عل إلتوإلى                    

  

  
            ,               

  

  
           

 إلمشتقة إلجزئية إلثانية   
ً
نجد ثانيا

   

   
    ،

   

   
وهما عل إلتوإلى       

   

   
          ,      

   

   
    

  إلإنتاجية إلحدية للعمل ورأس إلمال عل إلتوإلى  فبالنسبة إلى إلدإلة إلأولى 
ن
إن إلى إلتغيي  ف وإللذإن يشي 

   

   
    

وبصورة مماثلة نجد أن إلدإلة إلثانية   تشي  إلى أن إلإنتاجية إلحدية للعمل تتناقص لجميع قيم 
   

   
تشي       

 .  إلى أن إلإنتاجية إلحدية لرأس إلمال تتناقص لجميع قيم 
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مشتقة جزئية من إلممكن تعميم حالة إلمشتقة إلجزئية إلثانية لتشمل مشتقات جزئية لرتب أعل مثل  ملاحظة: 

 ثالثة ومشتقة جزئية رإبعة ... إلخ . 

 
ً
 فمثلا

   

      
  ثلاث مرإت ، إلمرة إلإولى بالنسبة إلى   تمثل أحد إلمشتقات إلجزئية إلثالثة حيث يتم إشتقاق   

 مرة أخرى .   وإلثالثة بالنسبة إلى   وإلثانية بالنسبة إلى 

(   )  ؤذإ كانت                    :16مثال                

                فإن                                                                                      
  

  
                

             
   

    
                

            
   

      
             

وبصورة مماثلة يمكن إيجاد إلمشتقة إلثالثة إلإخرى 
   

     
 وكما يل  :  

             
  

  
               

            
   

   
              

          
   

     
             

 . خرى من ذوى إلرتب إلعلياإلجزئية إلأ يمكن إيجاد إلمشتقات وبنفس إلإسلوب 

       ةــامــع  نــاريــتم

أوجد إلمشتقات إلجزئية   .1
  

  
    ،

  

  
 لكل من إلدوإل إلتالية :   

        a.  (   )             
 

 
                      b.  (   )  

   

   
    

        c.  (   )     
 
                                       d.  (   )     (     ) 

. أوجد 2
  

  
    ،

  

  
   ،

  

  
 لكل من إلدوإل إلتالية :   

 a.  (     )                        b.  (     )          (  )       (  ) 

(   ) ؤذإ كانت   . 3 أحسب                    
  

  
(    )  ,  

  

  
(    )  

(   ) ؤذإ علمت بأن    . 4  فأوجد إلمشتقات إلجزئية إلتالية :            

           
   

      
    ,    

   

     
  ,  

   

      
  ,  
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ي )التكامل( 
 
   Integrationالفصل الثان

ة   ؤذإ كانت  تعريف:    إلفي 
ن
( )  ؤذإ كانت   عكس إلمشتقة للدإلة   تسمى إلدإلة   دإلة معرفة ف   ( ) 

ة   لجميع قيم    إلفي 
ن
 .  ف

( ) نفرض أن  :17مثال ( ) فإن إلدإلة      
  

 
كذلك إلدوإل   ( ) ه  عكس مشتقة إلدإلة  

 ( )  
  

 
     ،   ( )  

  

 
 . ( ) عكس مشتقات للدإلة    

  موجودة فإن إلشكل إلعام لجميع عكس مشتقات إلدإلة   عكس مشتقة إلدإلة   ؤذإ كانت إلدإلة بصورة عامة 

( ) ه  إلصيغة إلتالية :    ثابت .   حيث    

وإلذي يرمز له  ( ) فإن إلتكامل غي  إلمحدود للدإلة  ( ) ه  عكس مشتقة إلدإلة  ( ) لنفرض أن  تعريف: 

( )    ( ) ∫هو :         ( ) ∫بالرمز   ثابت .   حيث     

 يمثل أشارة إلتكامل∫وأن إلرمز   هو رمز لجميع عكس إلمشتقات للدإلة   وعليه فإن إلتكامل غي  إلمحدود للدإلة 

  الصيغ الأساسية للتكامل

     ∫فإن :      ؤذإ كانت  (:1قاعدة )
    

   
    

∫      ∫فإن :      وإذإ كانت                 
  

 
   | |     

        ∫     ∫فإن :         وإذإ كانت                

 أوجد إلتكاملات غي  إلمحدودة إلتالية :  :18مثال

a. ∫√    ∫ 
 

    
 
 
 

 

 

   
 

 
 
 

      

b. ∫
  

√ 
 ∫

  

 
 
 

 ∫ 
 
 

    
 
 
 

 

 

    √        

∫عدد ثابت فإن :   ؤذإ كانت  (:2قاعدة )    ( )    ∫  ( )    

 أوجد إلتكاملات غي  إلمحدودة إلتالية :   :19مثال

a. ∫       ∫          

b. ∫        ∫       
   

  
   

  

   
    

( ) ]∫               (:3قاعدة )   ( )]   ∫ ( )   ∫ ( )     

∫أوجد إلتكامل غي  إلمحدود إلتالى  :   :21مثال *     √  
 

 
+      

∫                                      إلحل:  *     √  
 

 
+      ∫     ∫ 

 

    ∫
 

 
   

                                                    
  

 
 
 
 
 

 

 

   | |        
 

 
 
 

    | |    
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بما أن     (:4قاعدة )
 

  
 فإن :   ( )   [( ) ](   )    [( ) ]

   ( )   [( ) ]∫                   عندما   
 

   
[ ( )]        

  حالة  
ن
∫فإن :                أما ف

  ( )

 ( )
     | ( )|     

 أوجد إلتكاملات غي  إلمحدودة إلتالية :  :21مثال

    ∫(       )(    )     

( ) نفرض أن   إلحل:  ( )  فإن :                    

 وعليه فإن معادلة إلتكامل ستصبح بعد إلتعويض كما يل  :           

    ∫ ( )  ( )   
[ ( )] 

 
   

 

 
(        )      

  b. ∫
    

      
     

( ) نفرض أن   إلحل:  ( )  فأن              إلمعادلة إعلاه        
ن
 وبالتعويض ف

  ∫
  ( )

 ( )
     | ( )|      |      |    

c. ∫(    )      

( ) نفرض أن  إلحل:  ( )  فأن         ب ونقسم   نحتاج للعدد       مع إلمشتقة لذلك نضن

      (    )∫:               نحصل عل   إلمعادلة عل إلعدد 
 

 
(    )         

                                                         
 

 

(    ) 

 
   

(    ) 

  
    

  d. ∫
 

     
    

( ) نفرض أن   إلحل:  ( )  وعليه          ب ونقسم عل        نحصل عل  (  )نضن

  ∫
 

     
    

 

 
∫

   

     
    

 

 
  |     |     

  e. ∫
   

√    
 

( ) نفرض أن   إلحل:  ( )  وعليه         ب ونقسم عل       نحصل عل  ( )نضن

 ∫
   

√    
 
 

 
∫
    

√    
 ∫(    )

  

       
 

 
 
(    )

 
 

 

 

   √             
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  f. ∫   √         

( ) نفرض أن   إلحل:  ( )  وعليه          وبذلك يمكن أعادة كتابة إلتكامل كما يل  :      

       ∫   √         ∫√    (   )    ∫(     )
 

  (   )     

                                           
(    )

 
 

 

 

     
 

 
(    )

 

     (    )
 

      

  g. ∫(    )     

( ) نفرض أن   إلحل:  ( )  وعليه         ب ونقسم عل      نحصل عل :  ( )نضن

  ∫(    )    
 

 
∫(    )      

 

 
 
(    ) 

 
   

 

 
(    )     

بما أن   (:5قاعدة )
 

  
[  ( )] ∫فإن     ( )  ( )      ( )    ( )     ( )    

∫وعليه                               

 أوجد إلتكاملات غي  إلمحدودة إلتالية :  :22مثال

  a. ∫           

( ) نفرض أن  إلحل:  ( )  فإن        ب ونقسم عل      :نحصل عل  ( )نضن

  ∫          
 

 
∫           

 

 
          

  b. ∫ (   
 
 

 

    
)    

 بتوزي    ع إلتكامل عل إلجمع نحصل عل :   إلحل: 

 ∫ (   
 
 

 

    
)   ∫   

 
   ∫

 

    
   

 

 
∫  

 
      

 

 
∫
   

    
 

                                                                                    
 

 
  

 
 
 

 
  |    |    

  c. ∫
       

   
   

 نوزع حدود إلبسط عل إلمقام نحصل عل :  إلحل: 

 ∫
       

   
   ∫

  

   
   ∫

  

   
   ∫

 

   
   ∫

 

 
   ∫

  

  
 ∫

 

  
   

                         
 

 
∫    

 

 
∫
  

 
  ∫      

 

 
 
  

 
 
 

 
  | |   

   

  
   

                                                                                  
 

 
   

 

 
  | |  

 

  
   . 



ول/ إلكورس إلأثانيةقسم إلمحاسبة                                        إلمرحلة إل                                                 2عامة رياضيات   

10 

 

  d. ∫(    )  
       

( ) نفرض أن   إلحل:  ( )  فإن                 :  نعيد كتابة إلتكامل كما يل 

 ∫(    )  
        ∫   

    (    )      
        

 

  أمثلة تطبيقية

( )  ؤذإ كانت إلكلفة إلحدية لعملية إنتاجية معينة ه    :23مثال  
 

  
وكانت إلتكاليف إلثابتة          

 وحدة.    ( إلتكلفة إلكلية لإنتاج b)( دإلة تكلفة إلإنتاج.    a)دينار فأوجد:      للأنتاج ه  

  هو :  ( )  وعليه فإن إلتكامل للدإلة  ( )  ه  عكس مشتقة إلدإلة  ( ) (  a) إلحل: 

 ∫  ( )   ∫ *
 

  
        +   

 

  
∫     ∫       ∫     

                ( )  
  

   
 
  

 
         

  أن      وبما أن إلتكاليف إلثابتة للانتاج كانت 
( ) دينا يعنن  وعليه فإن :       

  ( )  
  

   
 
  

 
         ( )  

  

   
 
  

 
    ( )     

         ( )          

( )         ومنها نحصل عل أن دإلة تكلفة إلإنتاج ه  :   
  

   
 
  

 
             

(b إلتكلفة إلكلية لإنتاج )            وحدة (  )  
(  ) 

   
 
(  ) 

 
    (  )          

                            وحدة               دينار تكلفة    

  إلشهر ؤذإ علمت أن   √   شهر من إلإن سيتغي  سكان إحدى إلمدن بمعدل    قدر أن بعد  :24مثال
ن
نسمة ف

 أشهر من إلآن ؟   نسمة ماهو نفوس إلمدينة بعد       نفوس هذه إلمدينة إلحالى  هو  

  إلسكان بدلإلة  ( )  شهر من إلآن فإن    يمثل سكان إلمدينة بعد  ( ) نفرض أن  إلحل: 
ن
ف سيمثل معدل إلتغي 

إلزمن  
  

  
    √   هو عكس مشتقة إلدإلة   وهذه تؤدي ؤلى أن دإلة سكان إلمدينة    √    

 وهذإ يعنن

   ( )  ∫(   √ )    ∫    ∫ 
 

        
 
 
 

 

 

        
 

    

نسمة أي أن       نستخدم إلمعلومات إلمذكورة بأن نفوس هذه إلمدينة إلحالى  هو   ولتحديد قيمة إلثابت 

 ( ) ( ) وعليه           ( )   ( )
 

 وعليه فإن        أي أن             

    ( )       
 

       

 أشهر من إلآن سيصبح :   وأن سكان إلمدينة بعد 

   ( )   ( )   ( )
 

                       . 
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( )   وجد أحد إلمصانع بأن إلتكلفة إلحدية ه    :25مثال دينار للوحدة إلوإحدة              

ن هو     عندما ينتج إلمصنع  دينار . ماه  إلتكلفة إلكلية لإنتاج أول     وحدة. إلكلفة إلكلية لإنتاج أول وحدتي 

 خمس وحدإت؟ 

  أن  ( ) بما أن إلتكلفة إلحدية ه  مشتقة دإلة إلتكلفة إلكلية  إلحل: 
يجب أن يمثل عكس  ( ) . هذإ يعنن

( )   مشتقة إلدإلة  ( ) . ؤذن                                 ∫   ( )    

                            ∫[           ]                  

( ) نستخدم إلحقيقة إلتالية    ولتحديد قيمة إلثابت          
 يعنن

   ( )      ( )    ( )     ( )                    

  أن دإلة إلكلفة إلكلية ه  :           
( ) هذإ يعنن                   

 ولإيجاد إلتكلفة إلكلية لإنتاج أول خمس وحدإت 

   ( )  ( )    ( )     ( )   دينار                             

  تمــــــــاريــــــن عــــــــامـــــــــــة

(a : أوجد إلتكاملات إلتالية )  

 1. ∫                 2. ∫  √                 3. ∫
    

(    ) 
           4. ∫

 

  
              5.∫

 

    
    

 6. ∫
    (    )

    
          7. ∫( √     √   )            8. ∫                 

(b  كات عند مستوى إلإنتاج ( )  وحدة هو     ( إلتكلفة إلحدية لإحدى إلشر  
 

  
وإذإ            

كة هو   دينار فاوجد:      كانت إلتكلفة إلثابتة للانتاج للشر

 وحدة .    . إلكلفة إلحقيقية لإنتاج 2. دإلة كلفة إلإنتاج .                       1     

(cل )عل إلتوإلى  ه   إلإيرإد إلحدي وإلكلفة إلحدية لإحدى إلمصانع دإلة كن ت  ( ) و         

  ( )  
 

  
 دينار      وحدة ه     وإلتكلفة إلكلية لإنتاج           

( ) . لماذإ  2لفة إلثابتة للانتاج          . ماه  إلتك1      . عير عن إلرب  ح كدإلة للانتاج 3؟                

(d )  كات صناعة إلزيوت ستنتج مسحوق جديد للغسيل. إلتكاليف إلثابتة دينار. ودإلة إلتكلفة       إحدى شر

  يمكن إلتعبي  عنها كما يل  :      إلحدية ه  دإلة إلى 
  تمثل عدد إلصناديق إلمنتجة من إلمسحوق وإلن 

إلن 

  ( )                          صندوق ؟   ماه  إلتكلفة إلكلية لإنتاج          √  
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  التكامل المحدود

إلآن ننتقل ؤلى مسألة رئيسية تتعلق بكيفية إيجاد مساحة منطقة ما وسنشي  ؤلى هذه إلمنطقة بأنها إلمنطقة تحت 

  
ن عل محور إلسينات  ( )   إلمنحنن ن عموديي  ن خطي  . سنحاول     و     وفوق محور إلسينات وبي 

  حل مجموعات من إلمسائل إلمتعلقة ب
ن
. تطبيق إلحل لهذه إلمسألة ف  المجال إلمالى  وإلمحاسنر 

ة   لتكن  تعريف:  ( ) عندئذ   عكس مشتقة إلدإلة   ؤذإ كانت  [   ]دإلة مستمرة عل إلفي  تدعى  ( )  

 وتستعمل إلرموز إلتالية لتحديد إلتكامل إلمحدود     ؤلى     إلتكامل إلمحدود من 

   ∫  ( )    ( )| 
 
  ( )   ( )

 

 
  

∫أوجد قيمة إلتكامل إلتالى  :   :26مثال     
 

 
  

∫                             إلحل:       
  

 
| 
 
 
( ) 

 
 
( ) 

 
 
  

 
 
 

 
 
  

 

 

 
   

ن إلتكامل إلمحدود وإلتكامل غي  إلمحدود فالتكامل غي  إلمحدود يمثل جميع  ملاحظة:  ن بي   إلتميي 
ً
من إلمهم جدإ

 وعليه فإنه دإلة ويحوي عل ثابت ما. بينما إلتكامل إلمحدود فله قيمة مفردة.   مشتقات إلدإلة عكس 

:        :27مثال ∫أوجد قيمة إلتكامل إلتالى    (    )    
 

  
   

∫                            إلحل:    (    )     
 

 
∫ (    )        

 

 

(    ) 

 
|  
  

 

  

 

  
  

                                                
 

  
(    ) |  

  
 

 

  
( )  

 

  
( )  

   

  
  

  دو خواص التكامل المحد

∫ثابت فإن      ؤذإ كان  .1   ( )    ∫  ( )  
 

 

 

 
  

2.   ∫ [ ( )   ( )]   ∫  ( )   ∫  ( )  
 

 

 

 

 

 
  

∫فإن :         ؤذإ كانت   .3  ( )   ∫  ( )   ∫  ( )  
 

 

 

 

 

 
  

4.  ∫  ( )    ∫  ( )  
 

 

 

 
  

5.  ∫  ( )    
 

 
  

:                      :28مثال ∫أوجد قيمة إلتكامل إلتالى  (    √ )  
 

 
  

∫                                  إلحل:  (    √ )   ∫       ∫  
 

     
  

 
| 
 
  

 
 
 

 

 

| 
 

 

 

 

 

 

 
  

                                      (
( ) 

 
 
( ) 

 
)  ( 

 

 
( )

 

  
 

 
( )

 

  )  
  

 
 
 

 
( √ )  

 

 
     

                                         
     

  
 
 

 
√  

  

  
 
 

 
√     
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∫أثبت أن               :29مثال      ∫      ∫     
 

 

 

 

 

 
  

 ناتج إلطرف إلأيش للتكامل  إلحل: 
ً
∫                   :نجد أولا      

  

 
| 
 
 
  

 
 
 

 
 
  

 
   

 

 
      

∫  :  إلطرف إلأيمن      ∫     
 

 
 
  

 
| 
 
 
  

 
| 
 
 (

 

 
 
 

 
)  (

  

 
 
 

 
)        

 

 
 

∫وعليه فإن :                    ∫      ∫     
 

 

 

 

 

 
 

  :               :31مثال
∫أوجد تكامل مايأت  (           )   ∫ (        )  

 

 

 

 
 

:  إلحل:   بتطبيق إلخاصية إلثانية من إلتكامل إلمحدود نحصل عل مايل 

 ∫ (           )   ∫ (        )  
 

 

 

 
   

         ∫ [(           )  (        )]   ∫ ( 
 

 

 

 
           )   

           (            )| 
 
 (         )  ( )         . 

  أمثلة حول المساحة

ن إلخطوط  :31مثال  ومحور إلسينات.     و      أوجد مساحة إلمنطقة إلمحصورة بي 

  إلشكل أدناه ومساحته تساوي  إلحل: 
ن
    إلمنطقة إلمطلوبة ه  إلمثلث ف

ن
وحدإت مساحة حسب ماهو معروف ف

  إلأرتفاع ولكن بأستخدإم إلتكامل إلمحدود فإن إلدإلة ه  
ن
إلجير إلإعتيادي حيث أن مساحة إلمثلث نصف إلقاعدة ف

:     و     وكذلك فإن        وعليه فإن إلمساحة تحسب كما يل 

        Area   ∫      
 

 
   | 

 
   

 

 

 

 

 

 

   :32مثال
ن إلمنحنن  ومحور إلسينات.            أوجد مساحة إلمنطقة إلمحصورة بي 

  مع محور إلسينات  إلحل: 
:      ، نساوي إلدإلة بالصفر ونجد قيم  نجد تقاطع إلمنحنن  

 كالآت 

            (    )(   )   سيقطع محور              
أي أن إلمنحنن

  ومحور  (   )و  (   )عند إلنقاط إلسينات 
ن إلمنحنن   أن إلمنطقة إلمطلوبة ه  إلمنطقة إلمحصورة بي 

وهذإ يعنن

  تمثل من 
 وعليه      إلى       إلسينات وإلن 

 
 

 
 
  
 
 

 

(0,0) (2,0) 

(2,4) 
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                            ∫ (        )   
 

 
 

           ( 
  

 
       )| 

 
   

 (       )  ( 
 

 
    )  

 

 
  

 

 

  أوجد مساحة إلمنطقة إلمحصورة  :33مثال
ن إلمنحنن ومحمور          وإلمستقيمات        بي 

 إلسينات. 

نرسم مخطط لهذه إلمساحة من ملاحظة  إلحل: 

 سالبة وعليه تكون 
ً
إلمخطط نجد إن قيم إلدإلة ه  دإئما

  
  ومحور إلسينات وإلن 

ن إلمنحنن إلمساحة إلمحصورة بي 

:      ؤلى     تمتد من    كما يل 

 

 

                    |∫      
 

 
|  | 

  

 
| 
 
|  | 

  

 
 
 

 
|  | 

  

 
|  

  

 
      

  منحنيير  المساحة المحصورة بير  

ة دوإل مستمرة   و    لتكن  تعريف:  ( ) وكانت  [   ]للفي  ة عندئذ   لجميع قيم  ( )   لتلك إلفي 

ن إلمنحنيات إلمساحة إلمحصورة      و     وإلخطوط إلعمودية عل محور إلسينات عند إلنقاط   و   بي 

∫تكون :                                       [ ( )   ( )]  
 

 
     

ن  :34مثال ن إلمنحنيي   .       و       أوجد مساحة إلمنطقة إلمحصورة بي 

  تمثل حدود إلتكامل  إلحل: 
ن لؤيجاد نقاط تقاطع إلمنحنيات وإلن   نساوي إلمنحنيي 

                       

     (   )(   )             

ة   لجميع قيم           بما أن     إلفي 
ن
ف

وعليه فإن  إلمجاور كما نلاحظ ذلك من إلرسم   [    ]

 : ن يمكن تمثيلها كما يل  ن إلمنحنيي   إلمساحة إلمحصورة بي 

 

 

 
 

 
 
  
 
 

 

 
 
 
 
  
 
 
 

 
 
 
 
  
 
 
 

1 

2 1 3 0 

2 4 
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      ∫ [(     )  (   )]   ∫ (       )   ( 
  

 
 
  

 
   )|  

  

 

  

 

  
  

            ( 
 

 
    )  (

 

 
 
 

 
  )  

  

 
 ( 

 

 
)  

    

 
 
  

 
 
 

 
 . 

ح هنا يعتمد عل إلحقيقة بأن  ملاحظة:  ( ) ؤن إلأسلوب إلمقي  ة  ( )   لم تكن إلحالة كذلك وإذإ  [   ]للفي 

 :  فإن إلمساحة يجب أن تحتسب بطريقة تجميع إلمساحات ويمكن توضيح هذه إلفكرة عن طريق إلمثال إلتالى 

   :35مثال
ن إلمنحنن        أوجد مساحة إلمنطقة إلمحصورة بي 

ؤلى     من   (   )  وإلمنحنن

    . 

ن                                                 إلحل:  ن نساوي إلدإلتي      (   )   لؤيجاد نقاط تقاطع إلدإلتي 

                   

  إلآخر من 
 فوق إلمنحنن

ً
 .    ؤلى     وعليه فإن إحد إلمنحنيات من إلممكن أن لإيقع دإئما

ة. وإنما تقسيم إلمنطقة ؤلى  ن مباشر ن إلمنحنيي  وبذلك فإننا لإنستطيع تطبيق إلقاعدة لؤيجاد إلمساحة إلمحصورة بي 

ن إلأولى من        ؤلى     وإلثانية من     ؤلى     منطقتي 
ن
ومن خلال مخطط إلدوإل نلاحظ أن ف

  
  إلأعل بينما بالنسبة للمنطقة إلثانية فإن إلدإلة   (   )  إلمنطقة إلأولى إلمنحنن

ن
       هو ف

ه  إلن 

 تقع ؤلى إلإعل ونتيجة لذلك مساحة إلمنطقة إلأولى + مساحة إلمنطقة إلثانية = إلمساحة إلمطلوبة . 

          ∫ [(   )    ]   ∫ (     )   (       )|
 
 
  

 

 

 

 
   

         ∫ [   
 

 
(   ) ]   ∫ (    )   (      )|

 
 
   (  )   

 

 
 

                           

  

 

 

 

 

  إلمثال إلسابق  ملاحظة: 
ن
  إلمساحة إلأولى وإلثانية لكن من إلممكن أخذ إلدإلة ف

ن
إلأولى مطروح منها إلدإلة إلثانية ف

ط أخذ إلقيمة إلمطلقة للمساحات إلأولى وإلثانية :   بشر  
 كالآت 

      |∫ [   
 

 
(   ) ]  |  |∫ [   

 

 
(   ) ]  |  

            |∫ (    )  
 

 
|  |∫ (    )  

 

 
|  |      |  

 
 |      |  

 
 

            |  |  |  (  )|        . 

 

 
 
 
 
  
 
 
 

0 2 1 

y=x2 y=(x-2)2 
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   Matrices المصفوفات 

ة من إلبيانات يتعلق هذإ إلجزء  ة وبسيطة . كما بدرإسة كيفية معالجة كمية كبي  وإلمعلومات ووصفها برموز صغي 

  سعة إنتشارها لتخدم  لإئمت ؤلى حد كبي  
ن
  ساهمت ف

ونية وإلن  رموز إلمصفوفات بكتابة برإمج إلحاسبة إلإلكي 

  معظم إلعلوم إلتطبيقية . 

ية لها وكيفية  سنتطرق   هذإ إلفصل ؤلى درإسة بعض إلتعاريف إلمهمة وأنوإع إلمصفوفات وإلعمليات إلجير
ن
ف

 إستخدإمها لحل كثي  من إلمشاكل إلتطبيقية . 

  المصفوفات وأنواعها

تيب تسمى  تعريف:    إلي 
ن
إلمصفوفة ترتيب من إلإعدإد مكونة من صفوف وأعمدة عل شكل مستطيل وإلأعدإد ف

ة . عناصر إلمص ة أو كبي   فوفات وعادة تحاط بأقوإس صغي 

 تعتير إلتكوينات إلتالية مصفوفات  :39مثال

   [
  
   
  

]   ,     [   ]   ,     [
    

√   
    

]   ,     [  ]   ,     [
  
 
 
]   

  أبعادها أو درجتها ويتحدد درجة إلمصفوفة منمعرفة عدد 
ن
من إلمثال أعلاه نلاحظ أن إلمصفوفات تختلف ف

 إلصفوف وعدد إلأعمدة . 

 و   ؤذإ كانت مصفوفة ما مكونة من  تعريف: 
ً
 فنقول أن إلمصفوفة من درجة   صفا

ً
وه  مكونة من     عمودإ

 من إلعناصر .    

 :   إلمثال إلسابق وبتطبيق إلتعريف نجد مايل 
ن
 لؤيجاد درجة إلمصفوفة ف

وإلمصفوفة     من إلدرجة   وإلمصفوفة     من إلدرجة   وإلمصفوفة     من إلدرجة   إلمصفوفة 

 .    من إلدرجة   وإلمصفوفة     من إلدرجة   

  الصيغة العامة للمصفوفة

  إلصف      مصفوفة فإن    وبصورة عامة ؤذإ كانت 
ن
ويمكن    للمصفوفة    وإلعمود     يمثل إلعنض إلذي ف

 عل إلصورة إلتالية :     كتابة إلمصفوفة إلعامة من إلدرجة 

   [

         
   
 

     
     

         

   
   

   

] 

  المصفوفات الخاصة 

 إلمصفوفة إلصفية ه  إلمصفوفة إلمكونة من صف وإحد .  تعريف

   [       ]     [  ]  تعتير إلمصفوفات إلتالية مصفوفات صفية          :41مثال

 .    من إلدرجة   بينما إلمصفوفة     من إلدرجة   إلمصفوفة 
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 إلمصفوفة إلعمودية ه  إلمصفوفة إلمكونة من عمود وإحد .  تعريف: 

]             تعتير إلمصفوفات إلتالية مصفوفات عمودية :41مثال
√ 
 
 

]     [

  
 
 
  

]   

 .    من إلدرجة   بينما إلمصفوفة     من إلدرجة   إلمصفوفة 

  يتساوى فيها عدد إلصفوف مع عدد إلأعمدة . إلمصفوفة  تعريف: 
 إلمربعة ه  إلمصفوفة إلن 

*  إلمصفوفات إلتالية ه  مصفوفات مربعة       :42مثال
  
   

+     [
   
   
    

] 

 .      من إلدرجة   بينما إلمصفوفة     من إلدرجة   إلمصفوفة 

 ويرمز لها عادة بالرمز  تعريف: 
ً
  يكون جميع عناصرها أصفارإ

 .  إلمصفوفة إلصفرية ه  إلمصفوفة إلن 

*   [ ]   :43مثال
 
 
+   *

   
   

 جميع هذه إلمصفوفات ه  مصفوفات صفرية .  [   ]   +

  مصفوفة               إلعناصر   تعريف: 
ن
يقال لها عناصر إلقطر إلرئيس  للمصفوفة     من إلدرجة   ف

   . 

]         لتكن لدينا إلمصفوفة إلتالية :  :44مثال
    
   
   

]   

                       فإن عناصر إلقطر إلرئيس  ه  :       

  تعريف: 
ً
  تقع إلمصفوفة إلقطرية ه  مصفوفة مربعة جميع عناصرها إصفارإ

عل إلقطر  بإستثناء إلعناصر إلن 

ويمكن كتابة إلمصفوفة        وقطرها إلرئيس  مكون من إلعناصر    لجميع       إلرئيس  أي بعبارة أخرى 

   (             )    إلقطرية بالشكل إلتالى  : 

]     :45مثال
   
   
   

]   :  
 . (       )    تعتير مصفوفة قطرية ويمكن أن تكتب كالآت 

  تكون عناصر قطرها إلرئيس  كمية قياسية إلمصفوفة إلقياسية  تعريف: 
أي :   ه  إلمصفوفة إلقطرية إلن 

    (      ) . 

*  إلمصفوفات إلتالية ه  مصفوفات قياسية   :46مثال
  
  

+     [      ] . 

 .   مصفوفة إلوحدة ه  مصفوفة قطرية تكون جميع عناصر إلقطر تساوي وإحد ويرمز لها بالرمز  تعريف: 

*     :47مثال
  
  

+      [
   
   
   

 عل إلتوإلى  .     و     مصفوفات وحدة من إلدرجة  [
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أي جميع     لكل       بحيث أن  [   ]  إلمصفوفة إلمثلثية إلعليا ه  مصفوفة مربعة  تعريف: 

 . 
ً
 عناصر إلمصفوفة إلوإقعة تحت إلقطر أصفارإ

]   :48مثال

  
  

  
  

  
  

  
  

 مصفوفة مثلثية عليا .  [

أي جميع     لكل       بحيث أن  [   ]  إلمصفوفة إلمثلثية إلسفل ه  مصفوفة مربعة  تعريف: 

 . 
ً
 عناصر إلمصفوفة إلوإقعة فوق إلقطر أصفارإ

]   :49مثال

  
  

  
  

  
  

  
  

 مصفوفة مثلثية سفل .  [

ية على المصفوفات   العمليات الجير

  من نفس إلدرجة وإلعناصر إلمتناظرة متساوية .    و   ؤذإ كانت كل من    و   تتساوى إلمصفوفتان  تعريف: 

*ؤذإ كانت   :51مثال
  
    

+  *
  
      

وذلك لأن إلعناصر إلمتناظرة   فإنه بالؤمكان ؤيجاد قيمة  +

 .    ومنها نحصل عل إن          متساوية وعليه  

من   هو إلمصفوفة     فإن مجموعهما       من نفس إلدرجة   و   ؤذإ كانت إلمصفوفتان  تعريف: 

ن .     إلدرجة    إلمصفوفتي 
ن
  نحصل عليها بجمع إلعناصر إلمتناظرة ف

 وإلن 

*  ؤذإ كانت   :51مثال
   
   

*  و   +
    
    

 لذلك فإن مجموعهما :   +

                     *
   
    

+   

ن  ن مصفوفتي    نحصل عليها     من نفس إلدرجة   هو إلمصفوفة     وبالمثل يمكن تعريف إلفرق بي 
وإلن 

 للمثال إلسابق :   وعليه تكون   من إلعناصر إلمتناظرة للمصفوفة   من طرح عناصر 

                    *
    
    

+   

ن   :52مثال ن إلتاليتي  ]  لتكن لدينا إلمصفوفتي 
   
    

]   ،  *
   
   

  تجعل   و   أوجد كل من  +
إلن 

    . 

ن          و         إلعناصر إلمتناظرة متساوية أي   إلحل:   مع مجهولي 
ً
ن آنيا  وتحل إلمعادلتي 

  إلمعادلة إلثانية نحصل عل       من إلمعادلة إلأولى لدينا  
ن
 نعوضها ف

         
     
→                      

 

 
  

     :      لؤيجاد قيمة   نعوض عن 
  

 

 
→      
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ب   وكان     من إلدرجة   ؤذإ كانت إلمصفوفة  تعريف:  هو    أي عدد قياس  فيكون حاصل إلضن

ب كل عنض للمصفوفة     إلمصفوفة من إلدرجة      بضن
ن
 .  ف

*  ه  إلمصفوفة    ؤذإ كانت  :53مثال
    
    

 فإن :  +

        
 

 
   [

 
 

 
 
 

 

    
]     ,          *

      
     

+ 

*  )وإجب( ؤذإ كانت   :54مثال
   
   

*  و   +
   
   

 .      أوجد  +

]  )وإجب( ؤذإ كانت  :55مثال
  
    
  

 .      بحيث أن   فأوجد إلمصفوفة  [

ب     من إلدرجة   وإلمصفوفة     من إلدرجة   ؤذإ كانت إلمصفوفة  تعريف:     فيكون حاصل إلضن

  تحدد عناصرها كما يل  :     من إلدرجة   هو إلمصفوفة 
 وإلن 

  إلصف 
ن
من   وإلعمود   من إلمصفوفة   نستخرج عل حدة إلصف   للمصفوفة   وإلعمود   لؤيجاد إلعنض ف

ب هذإ   إلمصفوفة    إلعمود ثم نجمع حوإصل إلضن
ن
ب كل عنض من عناصر إلصف بالعنض إلمقابل له ف ثم نضن

  تقع عل إليسار 
  إلمصفوفة إلن 

ن
ب مصفوفتان ؤذإ كان عدد إلأعمدة ف   إننا نستطيع صرن

  ماوٍ لعدد إ  يعنن
ن
لصفوف ف

ن    تقع عل إليمي 
ب وكذلك يمكن أن تحدد   إلمصفوفة إلن  ط فلن يعرف حاصل إلضن وإذإ لم يتحقق هذإ إلشر

      درجة إلمصفوفة 
ن
      كما يل  :    عدد إلأعمدة ف

ن
      عدد إلصفوف ف

 

 

 

 

 

 

*  لتكن   :56مثال
      
      

]  و  +

    
    
    

وإلمصفوفة     من إلدرجة   بما أن إلمصفوفة  [

ب     من إلدرجة         مصفوفة من إلدرجة    فيكون حاصل إلضن

     *
      
      

+  [

    
    
    

]  [
                            
                            

] 

                                                                        *
      
      

+   

 

 
 

 
 
  
 
 

 

A B 

m × p p × n 
 الداخل

 الخارج
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*  ؤذإ كانت  :57مثال
   
  

*  و  +
  
    

 .   و    أوجد  +

*        إلحل: 
   
  

+  *
  
    

+  [
 ( )  (  )(  )  ( )  (  )(  )

 ( )   (  )  ( )   (  )
]  

                                                                      *
   
    

+ 

                   *
  
    

+  *
   
  

+  [
 ( )   ( )  (  )   ( )

  ( )  (  )( )   (  )  (  )( )
]   

                                                                  *
    
    

+ 

ب          نلاحظ أن    إلمصفوفات غي  ؤبدإلى  . أي أن صرن

*  ؤذإ كانت  :58مثال
  
  

*  و  +
  
  

*   فإن :   +
  
  

ب  +    وعليه نلاحظ أن حاصل إلضن

 هما مصفوفتان غي  صفريتان .   و   هو مصفوفة صفرية عل إلرغم من أن إلمصفوفتان 

*  ؤذإ كانت   :59مثال
   
  

 .   فأوجد  +

*                                        إلحل: 
   
  

+  *
   
  

+  *
   
  

+    

*            :       حيث   ومن إلممكن ؤيجاد 
   
  

+  *
   
  

+  *
   
  

+   

]  لتكن  :61مثال
  

  
 

 

*   وأن    [
  
  

ب إلمصفوفتان  + :     و     فإن حاصل صرن  ه  كما يل 

                   [
  

  
 

 

]  *
  
  

+  [
  

  
 

 

]        

                 *
  
  

+  [
  

  
 

 

]  [
  

  
 

 

]      

 فإن :   مصفوفة إلوحدة من إلدرجة    وأن     مصفوفة من إلدرجة   وبصورة عامة ؤذإ كانت 
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  أمثلـة تــــطبــيــقــيــــــة 

ن للدرإسات إلعليا لقسم إلمحاسبة   :61مثال   أمتحان إلكفاءة للطلبة إلمتقدمي 
ن
   طالب من جامعة إلبضة ،    ف

  إلأمتحان . وقد نجح     طالب من جامعة إلموصل و 
ن
     طالب من جامعة بغدإد ظهر ف

ن
طالب من كل جامعة ف

ن حصل هذإ إلأمتحان  ن إلناجحي  طلاب    من جامعة إلموصل و  طلاب  طلاب من جامعة إلبضة ،    ومن بي 

  إلأمتحان . إكتب إلمعلومات إعلاه بصيغة إلمصفوفات . 
ن
 من جامعة بغدإد عل درجة إلأمتياز ف

]إعتير إلمصفوفة إلتالية                               إلحل: 
      
      
     

]  

ن من جامعة إلبضة ، إلموصل  و بغدإد عل إلتوإلى  . ويمثل إلصف حيث يمثل إلصف إلأول عدد إلطلاب إلمتقدمي 

  إلإمتحان من إلجامعات إلثلاثة عل إلتوإلى  ويمثل إلصف إلثالث عدد إلطلاب 
ن
ن ف   عدد إلطلاب إلناجحي 

إلثاتن

  إلإمتحان من إلجامعات إلثلاثة عل إلتوإلى  . 
ن
ن بدرجة إمتياز ف  إلناجحي 

  قطر ما يصنع ثلاث إ :62مثال
ن
ونية ف عقدة .    ،    ،    نوإع من إلتلفزيونات مصنع للصناعات إلألكي 

ن  ن مختلفتي    مدينتي 
ن
 إلمصفوفة إلتالية تشي  إلى مبيعات إلإنوإع إلثلاثة من إلتلفزيونات ف

                               

      *
         
         

+   

دولإر عل إلتوإلى  وكان سعر إلبيع     ،     ،     ه  ؤذإ كانت كلفة جهاز إلتلفزيون إلوإحد للأنوإع إلثلاثة 

 دولإر عل إلتوإلى  إستخدم إلمصفوفات لؤيجاد إلرب  ح إلكل  .     ،     ،     للأنوإع إلثلاثة ه  

ب   إلحل:  [         ]لنعتير حاصل إلضن  [
      
      
      

]  [              ] 

                          جميع إلإجهزة ه  :        دولإر   وعليه فإن إلكلفة إلكلية لإنتاج

ب [         ]         لنعتير حاصل إلضن  [
      
      
      

]  [              ] 

                           :   دولإر وعليه فإن إلمجموع إلكل  لقيمة مبيعات جميع إلإجهزة ه  

                           دولإر            إلرب  ح إلكل  لبيع إجهزة إلتلفزيون هو : 
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 كلفة تصنيع إلإنوإع إلثلاثة من مكائن إلسيارإت تحدد كما يل  :  :63مثال

     

 مقاولإت عمل جانبية إلموإد إلإولية إلمستخدمة ساعة إلعمل نوع إلسيارة

 وحدة    وحدة      ساعة       

 وحدة    وحدة     ساعة      

 وحدة     وحدة     ساعة      

 

  إلساعة . كلفة إلوحدة من إلموإد إلإولية  دولإرينكلفة إلعمل 
ن
وكلفة مقاولإت إلعمل إلجانبية دولإر  إتدولإر    ف

 للوحدة إلوإحدة . وإحد 

سيارة ماكنة      و      سيارة من نوعماكنة      و      سيارة من نوعماكنة        أوجد إلكلفة إلكلية لتصنيع

 .    من نوع

]  لنعتير إلمصفوفات إلتالية   إلحل: 
       
       
         

]   ,     [
 
  
 
]   

تمثل ساعات إلعمل ، إلموإد إلإولية إلمستخدمة ومقاولإت إلعمل إلجانبية للانوإع إلثلاثة   حيث أن إلمصفوفة 

 عل إلتوإلى  .   ،   ،   من مكائن إلسيارإت 

 تمثل كلفة كل من إلعمل ، إلموإد إلإولية إلمستخدمة ومقاولإت إلعمل إلجانبية للوحدة إلوإحدة .   وإلمصفوفة 

]    وعليه فإن :              
       
       
         

]  [
 
  
 
]  [

    
    
    

]  

  عناصرها تمثل كلفة تصنيع ماكنة كل نوع من إلإنوإع إلثلاثة من إلسيارإت عل 
 إلتوإلى  . وإلن 

 مثل عدد ماكنات إلسيارإت إلمطلوب تصنيعها عل إلتوإلى  . تل  [            ]  لنفرض أن  

(   ) وعليه فإن :         [            ]  [
    
    
    

]  [         ]  

 ر . دولإ          ه    ،   ،   ومنها نحصل عل إلكلفة إلكلية لتصنيع إلإنوإع إلثلاثة من مكائن إلسيارإت 

 

  تـــــــمــــــــــــــاريـــــــــــن عـــــــامـــــــــة

*بحيث أن :     و   أوجد قيمة كل من  .1
     
   

+  [
  
     

]  

[    ]بحيث أن :   ،   ،   أوجد قيمة  .2  [   ]  [    ]  

       تحقق للمصفوفات إلتالية   ،   ،   ،  أثبت أن جميع قيم  .3

     *
  
   

+   ,     *
  
   

+    
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 إستخدم إلمصفوفات إلتالية :  .4

  *
  
  

+  ,    *
   
     

+  ,    [
  
   
  

]  ,    [
   
   
    

]  ,    *
   
  

+ 

 لؤيجاد إلعمليات إلتالية :       

    (  )   ,           ,          ,    (  )   ,          ,   (    )    ,        ,      

  تحقق مايل  :   أوجد قيمة  .5
] [   ]   إلن 

   
   
   

] [

 
  
 

 

]     

تعط  حاجتنا من ثلاثة من إلموإد إلخام لإنتاج وحدة وإحدة من كل إرب  ع سلع مصنعة وتعط    إلمصفوفة  .6

 وتعط  إلمصفوفة إلعمودية   إلمصفوفة 
ً
تكلفة كل   عدد إلوحدإت من كل سلعة إلوإجب إنتاجها إسبوعيا

ب إلمصفوفات للحصول عل :   وحدة من كل مادة خام إستعمل صرن

       a.               . نحتاجها  
 إلتكلفة إلكلية للموإد إلخام . . bإلموإد إلخام إلن 

 إلموإد إلخام             إلتكلفة                                إلسلع                                                               

            [

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

] ]        ,       [    ]         ,         إلسلع
 
 
 
]      إلموإد إلخام

كات ثلاثة فروع .7 كة ممثلة   ،   ،     لدى إحدى إلشر ن إلدناني  لكل فرع من فروع إلشر إلإرباح إلفصلية بملايي 

 بالمصفوفة إلتالية :  

 إلفروع                                                                                   

 إلفصول           

إلربيع

إلصيف

إلخريف

إلشتاء

   

[
 
 
 
 
 
 
 

 
 
  

 
 
 

   
   ]

 
 
 
 

   

ض أن  .1     أن عناصرها ه  عناصر إلصف حيث  (   )تمثل مصفوفة صفية من إلدرجة    إفي 
ن
ف

 ماذإ تمثل إلعناصر لمصفوفة إلجمع إلجديدة ؟            . أحسب    إلمصفوفة 

ض أن  .2 من   حيث إن عناصرها ه  عناصر إلعمود  (   )تمثل مصفوفة عمودية من إلدرجة    أفي 

   ماذإ تمثل إلعناصر لمصفوفة إلجمع إلجديدة ؟         . أحسب   إلمصفوفة 
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   معكوس المصفوفة : 

من نفس إلدرجة بحيث   وكان بالإمكان إيجاد مصفوفة مربعة   مربعة من إلدرجة   ؤذإ كانت إلمصفوفة  تعريف: 

 .    ويرمز لها بالرمز   معكوس للمصفوفة   قابلة للأنعكاس وتسمى   فيقال أن          أن 

 ويمكن ملاحظة إلنقاط إلتالية : 

 للمصفوفات إلمربعة . فقط يعرف معكوس إلمصفوفة  .1

 معكوس للمصفوفة   فإن   معكوس للمصفوفة   ؤذإ كانت  .2
ً
 .  ه  إيضا

 قابلة للأنعكاس .   لها معكوس عندئذ يقال أن   ؤذإ كانت  .3

 لها معكوس عندئذ هناك معكوس وإحد فقط .   ؤذإ كانت  .4

 ليست جميع إلمصفوفات إلمربعة لها قابلية إلأنعكاس .  .5

*  إلمصفوفة  :64مثال
  
  

*  ه  معكوس للمصفوفة  +
   
   

+  

*   وذلك لأن :        
   
   

+  *
  
  

+  *
  
  

+  

*   وأن :       
  
  

+  *
   
   

+  *
  
  

 .         وعليه فإن :    +

]  )وإجب( لتكن لدينا إلمصفوفتان  :65مثال
    
   
   

]   ،  [
    
      
    

]  

 .         أثبت أن              

*  لتكن لدينا إلمصفوفة إلتالية  :66مثال
  
  

لها معكوس عندئذ توجد مصفوفة   فإذإ كانت  +

  [
      
      

         بحيث أن  [

*يمكن كتابتها كما يل  :        إلمعادلة 
  
  

+  [
      
      

]  *
  
  

 عندئذ   +

  [
                
                  

]  *
  
  

 إلعناصر إلمتناظرة بما أن إلمصفوفتان متساويتان فعندئذ  +

             وكذلك              متساوية أي      

                                                        

 : 
ً
                                 وبحل إلمعادلإت آنيا

*  ستكون كما يل  :    وعليه فإن إلمصفوفة 
   
   

+ . 
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*  إلتالية  لتكن لدينا إلمصفوفة :67مثال
  
  

لها معكوس عندئذ توجد إلمصفوفة   فإذإ كانت  +

  [
      
      

         بحيث أن :   [

*يمكن كتابتها كما يل  :        إلمعادلة 
  
  

+  [
      
      

]  *
  
  

 عندئذ   +

 [
                  
                  

]  *
  
  

             ،               عندئذ :  +

ن ؤلإ أن هذه إلمعادلإت لإيمكن حلها وعليه لإيوجد معكوس  عل إلرغم من وجود معادلتان آنيتان مع مجهولي 

 .  أي لإتوجد مثل إلمصفوفة   للمصفوفة 

    المــحــددات : 

  عناصرها إعدإد حقيقية ما قيمة رقمية تسمى بمحدد إلمصفوفة   من إلدرجة   كل مصفوفة مربعة يقابل  
  وإلن 

 .   ويطلق عليه محدد من إلدرجة  | |ويرمز لها بالرمز 

                        | |  |

         
   
 

     
     

         

   
   

   

| 

ن إلمصفوفة وإلمحددة فتستخدم إلأقوإس )    ( أو  ن بي  للدلإلة عن إلمصفوفة   ]   [وتجدر إلأشارة إلى وجوب إلتميي 

|وتستخدم إلمستقيمات إلرأسية   للدلإلة عن إلمحددإت .  |

   المحددة من الدرجة الثانية : 

*  لتكن 
      
      

| |مصفوفة مربعة من إلدرجة إلثانية فإن :      +                  

*  ؤذإ كانت  :68مثال
  
  

| |فإن :            +  ( )( )  ( )( )      

  المحددة من الدرجة الثالثة : 

]  إلمصفوفة إلمربعة من إلرتبة إلثالثة تكون عل إلصورة  

         
         
         

]  

ن :   ولؤيجاد محددة إلمصفوفة   نستخدم وإحدة من إلطريقتي 

ب إلإقطار إلرئيسية ونطرح منها  طريقة الأسهم :  .1   ثم نجد حاصل صرن
  هذه إلطريقة نكرر إلعمود إلأول وإلثاتن

ن
ف

 :  
ب إلإقطار إلمرإفق كالآت       حاصل صرن

              

 

 

| |  |

         
         
         

|  
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    (                             )  (                             )  

]  جد محدد إلمصفوفة   :69مثال
   
   
    

]  

| |                                                                                         إلحل:   |
   
   
    

|  
 
 
  
    
 
 
 

  

    [( )( )( )  ( )( )(  )  ( )( )( )]  [( )( )(  )  ( )( )( )  ( )( )( )] 

     (         )  (         )             

 نجد إلمحددة بالنسبة لإي صف أو عمود فإذإ كانت  طريقة المحددات الصغرى :  .2

    

               [

         
         
         

]     

| | بالنسبة للصف إلأول ه  :   فإن محددة      |
      
      

|     |
      
      

|     |
      
      

|  

 ثم نجد محددإت إلمصفوفات إلثنائية . 

 :  
]  ونستطيع إيجاد إلمحددة بالنسبة لإي صف أو عمود وتكون إشارإت إلمصفوفة كالآت 

   
   
   

]  

]  جد محددة إلمصفوفة إلتالية بالنسبة للصف إلإول   :71مثال
    
   
   

]  

| |                    إلحل:    |
  
  

|  (  ) |
  
  

|   |
  
  

|   (   )  (   )  (  ) 

                                                                                                    

   :71مثال
]   جد محددة إلمصفوفة إلتالية بالنسبة للعمود إلثاتن

   
   
    

]  

| |       إلحل:     |
  
   

|   |
  
   

|   |
  
  

|    (  )  (  )       
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    ( Transpose of Matrix )منقول المصفوفة  

    وه  تبديل إلصفوف بالإعمدة وإلإعمدة بالصفوف ويرمز لها بالرمز 

]  جد منقول كل من إلمصفوفات إلتالية :         :72مثال
   
   
   

],        *
   
    

+  

]              إلحل: 
   
  
  

]    ,       [
   
   
   

]  

    ( Adjoint Matrix )المصفوفة المرافقة  

  إلمصفوفة إلمرإفقة يتم تبديل كل   للمصفوفة  ( )   يتناول هذإ إلبند إلمصفوفة إلمرإفقة ويرمز لها بالرمز 
ن
وف

  إلمصفوفة 
ن
تكون إلمصفوفة    مربعة درجتها    بالعنض إلمرإفق له فإذإ كانت لدينا إلمصفوفة   عنض ف

 :  
 إلمرإفقة كالآت 

                 ( )  [

         
   
 

     
     

         

   
   

   

]

 

   

  : ويتم حسابه     يعتير إلعنض إلمرإفق للعنض     حيث 
 حسب إلقانون إلآت 

                                                                           (  )
(   )|   |   

وذلك بالؤعتماد عل موقع   من إلمصفوفة   وإلعمود   فه  إلمحددة إلناتجة من حذف إلصف  |   |بينما  

 وإلمرإد حساب إلعنض إلمرإفق له .   إلعنض للمصفوفة 

*  حيث    مربعة من إلدرجة   ؤذإ كانت لديك إلمصفوفة  :73مثال
  
  

جد إلمصفوفة إلمرإفقة  +

 .  للمصفوفة 

( )   نجد إلمصفوفة إلمرإفقة    إلحل:   *
      
      

+
 

 حيث :  

     (  )
      ,     (  )

       ,     (  )
       ,     (  )

       

( )   أي :                   *
   
   

+
 
 *

   
   

+  

]  مصفوفة مربعة من إلدرجة إلثالثة حيث    ؤذإ كانت  :74مثال
    
   
    

]  

(  )    فإن إلمعاملات إلمرإفقة للعناصر ه  بتطبيق إلعلاقة 
 نحصل عل :  |   |(   )
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     (  )
 |
  
   

|      ,      (  )
 |
  
  

|     ,     (  )
 |
  
   

|       

,      (  )
 |
   
   

|    ,     (  )
 |
   
  

|    ,     (  )
 |
  
   

|      

,      (  )
 |
   
  

|     ,    (  )
 |
   
  

|      ,     (  )
 |
  
  

|       

                      ( )  [
      
    
       

]
 
 [

     
     
       

  وإلمصفوفة إلمرإفقة ه  :    [

      طريقة إيجاد معكوس المصفوفة 

    وإلذي يرمز له بالرمز   قابلة للأنعكاس فإن معكوس إلمصفوفة   مصفوفة مربعة من إلدرجة   ؤذإ كانت 

    يمكن ؤيجاده كما يل  :  
 

| |
ط أن يكون   ( )    | |بشر    .  

  مثال   لتكن لدينا إلمصفوفة  :75مثال
ن
*  حيث :    (  )ف

  
  

 .    أوجد  +

| |حيث     نجد محدد إلمصفوفة  إلحل:   وإلمصفوفة إلمرإفقة لها ه  :             

      ( )  *
   
   

  مثال    +
ن
    هو :   عندئذ يكون معكوس إلمصفوفة  (  )كما ف

 

| |
   ( ) 

    أي :           
 

   
 *
   
   

+  [

 

   

  

   
  

   

 

   

]  [
 
 

  

 

 
 

  
 
 

 

] 

*  جد معكوس إلمصفوفة   :76مثال
  
  

+  

| |     إلحل:   .  عندئذ لإيوجد معكوس للمصفوفة          

]  لتكن  :77مثال
    
   
    

  مثال  [
ن
 .  أوجد معكوس إلمصفوفة  (  )إلمصفوفة ف

| |      إلحل:    |
  
   

|   |
  
  

|   |
  
   

|   (  )   (  )  (   )     

 

( )   وإلمصفوفة إلمرإفقة تم إيجادها سابقا وه  :        [
     
     
       

] 
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    هو    عندئذ يكون معكوس إلمصفوفة 
 

| |
   ( )  

 

  
[
     
     

       

] 

 

 

     تـــمـــــــــــــــاريـــــــــــــن عـــــــــــــامـــــــــــــــة : 

 

*  لتكن    .1
  
  

هن عل أن     +    (   )   (  )فير

 

 ؤذإ كانت لدينا إلمصفوفات إلتالية :  .2

     [
   
    
    

]   ,     [
     
    
    

] 

a.  ب  . |  |أي    أوجد محددة حاصل صرن

b.  أوجد إلمحددإت| |    ،| | . 

c.   :  برهن عل صحة أو عدم صحة مايل|  |  | | | | . 

 

 لتكن لدينا إلمصفوفات إلتالية :  .3

    *
  
   

+      ،  *
  
  

          (  )تحقق من صحة إلعلاقة إلتالية :  +

 

 أوجد إلمحدد للمصفوفات إلتالية باستخدإم صف أو عمود بإختيارك  .4

 

  [
   
   
   

]   ,     [
   
   
      

]   ,     [
     
     
     

] 
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